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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

はじめに

§1 はじめに

領域変動型の形状最適化問題

¡D0

¡p0

0

(Á)

x

(i+Á)(x)

Á(x)

図 1.1: d ∈ {2, 3} 次元の初期領域 Ω0 ⊂ Rd と領域変動 ϕ : Rd → Rd

2 / 129



. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

はじめに

§1 はじめに (cnt.)

密度変動型の位相最適化問題

Á®(µ)

D

¡D

¡p

pN

b(µ)
uD

図 1.2: d ∈ {2, 3} 次元の固定領域 D と密度変動 ϕ (θ), θ : D → R
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はじめに

目的

§1.1 目的

目的

..1 簡単な最適設計問題をつかって，勾配法と Newton 法とはどのよう
な方法かを復習する．

..2 線形弾性体と Stokes 流れ場の密度型位相最適化問題における評価
関数の 2階 θ 微分をもとめてみる．

..3 線形弾性体と Stokes 流れ場の領域変動型形状最適化問題で定義さ
れた評価関数の 2階形状微分をもとめてみる．

..4 それらを使った H1 Newton 法はうまくうごくのかについて，これ
までにえられた結果をもとに考える．
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勾配法と Newton 法とはどのような方法か

§2 勾配法とNewton 法とはどのような方法か

..1 2つの断面積をもつ 1次元線形弾性体の最適設計問題を定義する．

..2 評価関数の断面積微分と 2階断面積微分 (Hesse 行列) を代入法で
もとめてみる．

..3 評価関数の断面積微分と 2階断面積微分 (Hesse 行列) を Lagrange
乗数法 (随伴変数法) でもとめてみる．

..4 逐次 2次近似法 (勾配法) で最適解をもとめてみる．

..5 制約付問題に対する Newton 法で最適解をもとめてみる．
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勾配法と Newton 法とはどのような方法か

最適設計問題

§2.1 最適設計問題

p1 u1 u2a1

l

a2 p2

l

x

¡1
¡2

¡0

図 2.1: 2つの断面積をもつ 1次元線形弾性体
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=
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(2.1)
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勾配法と Newton 法とはどのような方法か

最適設計問題

§2.1 最適設計問題 (cnt.)

.
問題 2.1 (2段 1次元弾性問題)
..

......

図 2.1 の 1次元線形弾性体に対して，正定数 l および eY, p ∈ R2 およ
び a ∈ R2 が与えられたとき，

K (a)u = p (2.2)

を満たす u ∈ R2 を求めよ．ただし，式 (2.2) は式 (2.1) をあらわすこ
とにする．

状態変数を求める問題を主問題とよぶことにする．また，問題 2.1 に
対して

LM (a,u,v) = v · (−K (a)u+ p) (2.3)

を主問題に対する Lagrange 関数 とよぶことにする．
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最適設計問題

§2.1 最適設計問題 (cnt.)

主問題 2.1 の解 u に対して

f0 (u) =
(
p1 p2

)(u1
u2

)
= p · u (2.4)

を平均コンプライアンスとよぶ．それに対して

f1 (a) = l (a1 + a2)− c1 =
(
l l

)(a1
a2

)
− c1 (2.5)

は体積制約関数よぶ．ただし，c1 を体積の上限値を与える正定数とする．

8 / 129



. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

最適設計問題

§2.1 最適設計問題 (cnt.)

設計変数の入る線形空間を X = R2 とおき，さらに，設計集合を

D = {a ∈ X | a ≥ a0} (2.6)

とおく．ただし，a0 = (a01, a02)
T
> 0R2 を定数ベクトルとする．また，

状態変数の入る線形空間を U = R2 とおく．
.
問題 2.2 (平均コンプライアンス最小化問題)
..

......

X = R2 および U = R2 とおく．このとき，

min
a∈D

{f0 (u) | f1 (a) ≤ 0, u ∈ U, 問題 2.1}

を満たす a を求めよ．
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勾配法と Newton 法とはどのような方法か

最適設計問題

§2.1 最適設計問題 (cnt.)
.
例題 2.1 (平均コンプライアンス最小化問題の数値例)
..

......

問題 2.2 において l = 1, eY = 1, c1 = 1, p = (1, 1)
T, a0 = (0.1, 0.1)

T

とおいて，a の最小点を求めよ．

0
0

1

15

a1

0

1

a2

f0(a1,1{a1)

f0(a1,a2)

~

~

10

5

図 2.2: 状態方程式を満たす設計変数の集合における平均コンプライアンス
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勾配法と Newton 法とはどのような方法か

最適設計問題

§2.1 最適設計問題 (cnt.)

f1 の断面積微分は

f1a =
∂f1
∂a

=

(
∂f1
∂a1
∂f1
∂a2

)
=

(
l
l

)
= g1 (2.7)

のように計算される．さらに，Hesse 行列 は

H1 =

(
∂2f̃1

∂a1∂a1

∂2f̃1
∂a1∂a2

∂2f̃1
∂a2∂a1

∂2f̃1
∂a2∂a2

)
=
(

∂g1

∂a1

∂g1

∂a2

)
= 0R2×2 (2.8)

となる．
一方，f0 の断面積微分と Hesse 行列をもとめるためには，f0 に主問

題の解の変動が考慮されなければならない．
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勾配法と Newton 法とはどのような方法か

代入法

§2.2 代入法

状態方程式 (式 (2.2)) の解は

u =K−1 (a)p =
l

eY

( 1
a1

1
a1

1
a1

1
a1

+ 1
a2

)(
p1
p2

)
=

l

eY

( p1+p2

a1
p1+p2

a1
+ p2

a2

)
(2.9)

となる．そこで，f0 (u (a)) を f̃0 (a) とかくことにすれば，

f̃0 (a) = p ·
(
K−1 (a)p

)
=

l

eY

(
(p1 + p2)

2

a1
+
p22
a2

)
(2.10)

がえられる．この f̃0 をもちいれば，

g0 =

(
∂f̃0
∂a1

∂f̃0
∂a2

)
=

p ·
(

∂K−1

∂a1
p
)

p ·
(

∂K−1

∂a2
p
) =

l

eY

− (p1+p2)
2

a2
1

− p2
2

a2
2

 (2.11)
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勾配法と Newton 法とはどのような方法か

代入法

§2.2 代入法 (cnt.)

がえられる．さらに，Hesse 行列は

H0 =

(
∂2f̃0

∂a1∂a1

∂2f̃0
∂a1∂a2

∂2f̃0
∂a2∂a1

∂2f̃0
∂a2∂a2

)
=
(

∂g0

∂a1

∂g0

∂a2

)

=

p ·
(

∂2K−1

∂a1∂a1
p
)

p ·
(

∂2K−1

∂a1∂a2
p
)

p ·
(

∂2K−1

∂a1∂a2
p
)

p ·
(

∂2K−1

∂a2∂a2
p
)

=
l

eY

 2(p1+p2)
2

a3
1

0

0
2p2

2

a3
2

 (2.12)

となる．a1, a2 > 0 のとき，H0 は正定値となる．
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勾配法と Newton 法とはどのような方法か

随伴変数法

§2.3 随伴変数法

f0 の評価関数に対する Lagrange 関数を

L0 (a,u,v0) = f0 (u) + LM (a,u,v0)

= p · u− v0 · (K (a)u− p) (2.13)

とおく．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

随伴変数法

§2.3 随伴変数法 (cnt.)

(a,u,v0) の任意変動 (b,u′,v′0) ∈ X × U × U に対する L0 の微分
(全微分) は

L ′
0 (a,u,v0) [b,u

′,v′0] = L0a (a,u,v0) [b]

+ L0u (a,u,v0) [u
′] + L0v0 (a,u,v0) [v

′
0] (2.14)

となる．式 (2.14) の右辺第 3項は，

L0v0 (a,u,v0) [v
′
0] = LM (a,u,v′0) (2.15)

となる．式 (2.15) は主問題 (問題 2.1) に対する Lagrange 関数になって
いる．そこで，u が主問題の解ならば，式 (2.14) の右辺第 3項は 0 と
なる．
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勾配法と Newton 法とはどのような方法か

随伴変数法

§2.3 随伴変数法 (cnt.)

また，式 (2.14) の右辺第 2項は，

L0u (a,u,v0) [u
′] = f0u (u) [u′]− LMu (a,u,v0) [u

′]

= p · u′ − v0 · (K (a)u′) = u′ ·
(
p−KT (a)v0

)
(2.16)

となる．ここで，任意の u′ ∈ U に対して式 (2.16) が 0 となるように
v0 が決定できれば，式 (2.14) の右辺第 2項も 0 となる．この条件は，
次の随伴問題の解を v0 とおくことと同値である．
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勾配法と Newton 法とはどのような方法か

随伴変数法

§2.3 随伴変数法 (cnt.)

.
問題 2.3 (f0 に対する随伴問題)
..

......

K (a) と p を問題 2.1 のとおりとする．このとき，

KT (a)v0 = p (2.17)

をみたす v0 ∈ U をもとめよ．

問題 2.1 と問題 2.3 を比較すれば，KT =K がなりたつことから，
自己随伴関係

v0 = u (2.18)

がえられる．
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勾配法と Newton 法とはどのような方法か

随伴変数法

§2.3 随伴変数法 (cnt.)

さらに，式 (2.14) の右辺第 1項は，

L0a (a,u,v0) [b] = −
{
v0 ·

(
∂K(a)
∂a1

u ∂K(a)
∂a2

u
)}
b

= −eY
l

{(
v01 v02

)((1 0
0 0

)(
u1
u2

) (
1 −1
−1 1

)(
u1
u2

))}(
b1
b2

)
= −eY

l

(
v01 v02

)(u1 u1 − u2
0 u2 − u1

)(
b1
b2

)
= −eY

l

(
u1v01 (u2 − u1) (v02 − v01)

)(b1
b2

)
= l
(
−σ (u1) ε (v01) −σ (u2 − u1) ε (v02 − v01)

)(b1
b2

)
= g0 · b (2.19)

となる．ここで，g0 は直接微分法による結果と一致する．
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勾配法と Newton 法とはどのような方法か

随伴変数法

§2.3 随伴変数法 (cnt.)

(a,u) の任意変動 (b1,u
′
1) ∈ X × U と (b2,u

′
2) ∈ X × U に対する

Lagrange 関数 L0 の 2階微分は，

hL0 (a,u,v0) [(b1,u
′
1) , (b2,u

′
2)]

= (L0a (a,u,v0) [b1] + L0u (a,u,v0) [u
′
1])a [b2]

+ (L0a (a,u,v0) [b1] + L0u (a,u,v0) [u
′
1])u [u′

2]

= (f0u · u′
1 + LMa (a,u,v0) [b1] + LMu (a,u,v0) [u

′
1])a [b2]

+ (f0u · u′
1 + LMa (a,u,v0) [b1] + LMu (a,u,v0) [u

′
1])u [u′

2]

=

(
b2
u′
2

)
·
(
HLM

(
b1
u′
1

))
(2.20)

となる．ここで，

HLM =

(
LMaa LMau

LMua LMuu

)
= −

 0R2×2

(
vT0Ka1

vT0Ka2

)
(
KT

a1
v0 KT

a2
v0
)

0R2×2


(2.21)
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

随伴変数法

§2.3 随伴変数法 (cnt.)

となる．式 (2.21) から，HLM は正定値行列とは限らないことがわかる．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

随伴変数法

§2.3 随伴変数法 (cnt.)

ここで，u と v0 を設計変数 a のときの主問題 (問題 2.1) と随伴問
題 (問題 2.3) の解として，u′ を a の任意変動 b ∈ X に対して主問題
の等式制約がみたされたもとでの u の変動であると仮定する．このと
き，状態方程式の断面積微分より，

L ′
M (a,u,v) [b,u′ (a) [b]]

= v · {− (K ′ (a) [b])u−K (a) (u′ (a) [b])} = 0 (2.22)

より

u′ (a) [b] = −K−1 (a) (K ′ (a) [b]) =

(
−u1

a1
0

−u1

a1
−u2−u1

a2

)(
b1
b2

)
(2.23)

がえられる．
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勾配法と Newton 法とはどのような方法か

随伴変数法

§2.3 随伴変数法 (cnt.)

さらに自己随伴関係をもちいれば，式 (2.20) は

hL0
(a,u,v0) [(b1,u

′
1 (a) [b1]) , (b2,u

′
2 (a) [b2])]

= LMau (a,u,v0) [b1,u
′ (a) [b2]] + LMua (a,u,v0) [b1,u

′ (a) [b2]]

= −
(
b11
b12

)
·

{(
vT0Ka1

vT0Ka2

)(
−u1

a1
0

−u1

a1
−u2−u1

a2

)

+

((
vT0Ka1

vT0Ka2

)(
−u1

a1
0

−u1

a1
−u2−u1

a2

))T
}(

b21
b22

)
= b1 · (H0b2)

となる．この結果から，f̃0 の 2階断面積微分

h0 (a) [b1, b2] = b1 · (H0b2) (2.24)

がえられる．ここで，H0 は代入法でえられた結果と一致する．
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勾配法と Newton 法とはどのような方法か

勾配法

§2.4 勾配法

g

X

f

y , kyk
X
=1

X 0

kgk
X 0

xk

R

X 0

g

X

f

yg

R

q

xk

¹

(a) g の定義 (b) 勾配法

図 2.3: g の定義と勾配法
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勾配法と Newton 法とはどのような方法か

勾配法

§2.4 勾配法 (cnt.)

f を xk の周りで Taylor 展開すれば，

f (xk + y) = f (xk) + g · y + o (∥y∥X) (2.25)

となる．ここで，g は X の双対空間 X ′ の要素で，g の大きさ (ノル
ム) は

∥g∥X′ = max
y∈X

∣∣⟨g,y⟩X′×X

∣∣
∥y∥X

= max
y∈X, ∥y∥X=1

∣∣⟨g,y⟩X′×X

∣∣
で定義される．X = Rd の場合は X ′ = Rd および双対積
⟨g,y⟩X′×X = g · y となる．
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勾配法と Newton 法とはどのような方法か

勾配法

§2.4 勾配法 (cnt.)

これらの関係より，g は f が最も増加する方向を向いていることにな
る．そこで，有限次元ベクトル空間では X = X ′ がなりたつことから，

ȳg = −g (2.26)

のように ȳg ∈ X を選べば，

f (xk + ȳg)− f (xk) = −∥ȳg∥2X + o
(
∥ȳg∥X

)
となる．ここで，∥ȳg∥X が十分小さければ，f が減少することになる．
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勾配法

§2.4 勾配法 (cnt.)

.
問題 2.4 (勾配法)
..

......

X = Rd とする．A ∈ Rd×d を正定値実対称行列とする．f ∈ C1 (X;R)
に対して，極小点ではない xk ∈ X における f の勾配を
g (xk) ∈ X ′ = Rd とする．このとき，任意の y ∈ X に対して

ȳg · (Ay) = −g (xk) · y (2.27)

をみたす ȳg ∈ X をもとめよ．

式 (2.27) は，任意の y ∈ X との内積をもちいた表現になっている．
この方程式は，

ȳg = −A−1g (2.28)

によって ȳg をもとめることと同値である．
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. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

勾配法

§2.4 勾配法 (cnt.)

.
定理 2.1 (勾配法)
..

......問題 2.4 の解 ȳg は f の xk における降下方向である．

(証明) A は正定値実対称行列なので，ある正定値 α が存在して，
任意の y ∈ X に対して

y · (Ay) ≥ α ∥y∥2X , A = AT

がなりたつ．この関係と式 (2.27) をもちいれば，正の定数 ϵ̄ に対して，

f (xk + ϵ̄ȳg)− f (xk) = ϵ̄g · ȳg + o (ϵ̄) = −ϵ̄ȳg · (Aȳg) + o (ϵ̄)

≤ −ϵ̄α ∥ȳg∥2X + o (ϵ̄)

がなりたつ．ここで，ϵ̄ が十分小さければ，f は減少することになる．
□
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. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

勾配法

§2.4 勾配法 (cnt.)

問題 2.4 は，

q (ȳg) = min
y∈X

{
q (y) =

1

2
y · (Ay) + g · y + f (xk)

}
(2.29)

をみたす ȳg ∈ X をもとめることと同値である．
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. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

勾配法

§2.4 勾配法 (cnt.)

(4) 勾配法で設計変数の変動をもとめる．

(5) 設計変数を更新して (k+1)，(2) をおこなう．

(6) 終了条件

Yes

No

(1)  初期設定 (k=0)

(7) 終了

(k+1!k)

(2) 主問題を解いて，評価関数を計算する．

(3) 随伴問題を解いて，勾配を計算する．

図 2.4: 勾配法のアルゴリズム
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. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

勾配法

§2.4 勾配法 (cnt.)

.
問題 2.5 (逐次 2次近似問題)
..

......

A ∈ Rd×d をある正定値実対称行列，ca を正の定数とする． xk ∈ S に
おいて f0 (xk), fi1 (xk) = 0, · · · , fi|IA| (xk) = 0, g0 (xk), gi1 (xk), · · · ,
gi|IA| (xk) があたえられたとき，

q (yg) = min
y∈X

{
q (y) =

1

2
y · (caAy) + g0 (xk) · y + f0 (xk)

∣∣∣∣
fi (xk) + gi (xk) · y ≤ 0 for i ∈ IA (xk)

}
をみたす xk+1 = xk + yg をもとめよ．
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. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

勾配法

§2.4 勾配法 (cnt.)

問題 2.5 の Lagrange 関数を，

LS (y,λk+1) = q (y) +
∑

i∈IA(xk)

λi k+1 (fi (xk) + gi (xk) · y) (2.30)

とおく．問題 2.5 の最小点 yg における KKT 条件は

caAyg + g0 (xk) +
∑

i∈IA(xk)

λi k+1gi (xk) = 0X′ , (2.31)

fi (xk) + gi (xk) · yg ≤ 0 for i ∈ IA (xk) , (2.32)

λi k+1 (fi (xk) + gi (xk) · yg) = 0 for i ∈ IA (xk) , (2.33)

λi k+1 ≥ 0 for i ∈ IA (xk) (2.34)

となる．
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. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

勾配法

§2.4 勾配法 (cnt.)

すべての i ∈ IA (xk) に対して，不等式制約が有効であると仮定すれ
ば，式 (2.31) と式 (2.32) は(

caA GT

G 0R|IA|×|IA|

)(
yg
λk+1

)
= −

(
g0

(fi)i∈IA

)
(2.35)

となる．ただし，

GT =
(
gi1 (xk) , · · · , gi|IA(xk)|

(xk)
)

とする．ここで，gi1 , · · · , gi|IA| が 1次独立であれば，式 (2.35) は

(yg,λk+1) について可解となる．

32 / 129



. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

勾配法

§2.4 勾配法 (cnt.)

g0, gi1 , · · · , gi|IA| をもちいて，個別に勾配法を適用する方法も考え

られる．すなわち，

ygi = − (caA)
−1
gi (2.36)

がみたされるように yg0, ygi1 , · · · , ygi|IA| をもとめる．ここで，

Lagrange 乗数 λk+1 ∈ R|IA| を未知数として，

yg = yg (λk+1) = yg0 +
∑

i∈IA(xk)

λi k+1 ygi (2.37)

とおく．このとき，yg は式 (2.35) の 1行目をみたすことになる．一方，
式 (2.35) の 2行目は
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. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

勾配法

§2.4 勾配法 (cnt.)


gi1 · ygi1 · · · gi1 · ygi|IA|

...
. . .

...
gi|IA| · ygi1 · · · gi|IA| · ygi|IA|


 λi1 k+1

...
λi|IA| k+1



= −

 fi1 + gi1 · yg0
...

fi|IA| + gi|IA| · yg0


となる．この式を

(gi · ygj)(i,j)∈I2
A
(λj k+1)j∈IA

= − (fi + gi · yg0)i∈IA
(2.38)

とかくことにする．
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. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

勾配法

§2.4 勾配法 (cnt.)

(2) 主問題を解いて，評価関数を計算する．

(4) 勾配法で設計変数の変動をもとめる．

(6) 設計変数を更新して (k+1)，(2) をおこなう．

(7) 終了条件

Yes

No

(3) 随伴問題を解いて，勾配を計算する．

(5) Lagrange 乗数をもとめる．

(1)  初期設定 (k=0)

(8) 終了

(k+1!k)

図 2.5: パラメータ調整なし逐次 2次近似法のアルゴリズム
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. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

勾配法

§2.4 勾配法 (cnt.)
.
例題 2.2 (平均コンプライアンス最小化問題の数値例)
..

......

例題 2.1 に対して，初期点を a(0) = (1/2, 1/2)
T とおき，試行点をもと

めよ．

0
0

1

15

a1

0

1

a2

f0(a1,1{a1)

f0(a1,a2)

~

~

10

5

図 2.6: 状態方程式を満たす設計変数の集合における平均コンプライアンス
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. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

勾配法

§2.4 勾配法 (cnt.)

0 1

a2

a1

a(0)=(1/2,1/2)T

0

1

bg0(0)a(1)

a=(2/3,1/3)T
a(2)¸1(1)bg1(0)

¸1(2)bg1(1)

bg0(1)

a(5)

図 2.7: 逐次 2次近似法による数値例：試行点の推移
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. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

勾配法

§2.4 勾配法 (cnt.)
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0.95

1.00

C
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t 
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n
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n

f0/f0 init

1+f1

Iteration number k
0 1 2 3 4 5

¡0.8

E
rr

or
 n

or
m

 L
og

1
0k
a

(k
)¡
a
k

Iteration number k

¡1.0

¡1.2

¡1.4

¡1.6

¡1.8

¡0.6

(b) 評価関数の履歴 (c) 最小点からの距離 ∥ak − a∥R2

図 2.8: 逐次 2次近似法による数値例（つづき）
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. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

勾配法

§2.4 勾配法 (cnt.)

.
例題 2.3 (体積最小化問題の数値例)
..

......

目的関数と制約関数をそれぞれ

f0 (a) = a1 + a2, (2.39)

f̃1 (a) =
4

a1
+

1

a2
− 9 (2.40)

とおく．このとき，f̃1 (a) ≤ 0 をみたす制約のもとで f0 (a) を最小化す
る問題 (平均コンプライアンス制約つき体積最小化問題) に対して，初期
点を a(0) = (16/31, 4/5)

T ≈ (0.516, 0.8)
T とおき，試行点をもとめよ．
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. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

勾配法

§2.4 勾配法 (cnt.)

0 1

a2

a1

a(0)=(16/31,4/5)T

0

1

bg0(0)

a(1)

a=(2/3,1/3)T

a(2)

¸1(1)bg1(0)

¸1(2)bg1(1)

bg0(1)

a(10)

図 2.9: 逐次 2次近似法による体積最小化問題の数値例：試行点の推移
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. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

勾配法

§2.4 勾配法 (cnt.)
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¡1.6

(b) 評価関数の履歴 (c) 最小点からの距離 ∥ak − a∥R2

図 2.10: 逐次 2次近似法による体積最小化問題の数値例
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

Newton 法

§2.5 Newton 法

g の xk まわりの Taylor 展開

g (xk + yg) = g (xk) +H (xk)yg + o
(
∥yg∥X

)
において，o

(
∥yg∥X

)
を無視し，

g (xk + yg) = g (xk) +H (xk)yg = 0X′ (2.41)

とおく．Newton 法は式 (2.41) より yg ∈ X をもとめる方法である．
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. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

Newton 法

§2.5 Newton 法 (cnt.)

.
問題 2.6 (Newton 法)
..

......

X = Rd とする．xk ∈ X における f の勾配 g (xk) と Hesse 行列
H (xk) を既知とする．このとき，任意の y ∈ X に対して

yg · (H (xk)y) = −g (xk) · y (2.42)

をみたすように yg ∈ X をもとめよ．

式 (2.42) は

h (yg,y) = −⟨g (xk) ,y⟩

ともかける．
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. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

Newton 法

§2.5 Newton 法 (cnt.)
.
問題 2.7 (評価関数の Hesse 行列をもちいた 2次近似問題)
..

......

f0 (xk), fi1 (xk) = 0, · · · , fi|IA| (xk) = 0 および g0 (xk), gi1 (xk), · · · ,
gi|IA| (xk) と H0 (xk), Hi1 (xk), · · · , Hi|IA| (xk) を既知として，

HL (xk) =H0 (xk) +
∑

i∈IA(xk)

λikHi (xk) (2.43)

とおく．このとき，

q (yg) = min
y∈X

{
q (y) =

1

2
y · (HL (xk)y) + g0 (xk) · y + f0 (xk)

∣∣∣∣
fi (xk) + gi (xk) · y ≤ 0 for i ∈ IA (xk)

}
をみたす xk+1 = xk + yg をもとめよ．
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. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

Newton 法

§2.5 Newton 法 (cnt.)

(2) 主問題を解いて，評価関数を計算する．

(8) 終了条件

Yes

No

(4) 随伴問題を解いて，勾配とHesse 行列を計算する．

(1)  初期設定 (k=0)

(9) 終了

(k+1!k)

(5) Newton 法で設計変数の変動をもとめる．

(7) 設計変数を更新して (k+1)，(2) をおこなう．

(6) Lagrange 乗数をもとめる．

勾配法で設計変数の変動をもとめる．

随伴問題を解いて，勾配を計算する．

Lagrange 乗数をもとめる．

(3) 制約関数の
     Hesse 行列

Yes

No

図 2.11: 制約つき問題に対する Newton 法のアルゴリズム

45 / 129



. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

Newton 法

§2.5 Newton 法 (cnt.)
.
例題 2.4 (平均コンプライアンス最小化問題の数値例)
..

......

例題 2.1 に対して，初期点を a(0) = (1/2, 1/2)
T とおき，試行点をもと

めよ．

0
0

1

15

a1

0

1

a2

f0(a1,1{a1)

f0(a1,a2)

~

~

10

5

図 2.12: 状態方程式を満たす設計変数の集合における平均コンプライアンス
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

Newton 法

§2.5 Newton 法 (cnt.)

0 1

a2

a1

a(0)=(0.5,0.5)T

0

1

a(1)

bg0(0)

¸1(1)bg1(0)

¸1(2)bg1(1)

bg0(1)

a=(2/3,1/3)T
a(2)
a(3)

図 2.13: Newton 法による数値例：試行点の推移
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

Newton 法

§2.5 Newton 法 (cnt.)
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(b) 評価関数の履歴 (c) 最小点からの距離 ∥ak − a∥R2

図 2.14: Newton 法による数値例
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

勾配法と Newton 法とはどのような方法か

Newton 法

§2.5 Newton 法 (cnt.)

一方，例題 2.3 のような体積最小化問題に対して Newton 法をそのま
ま適用すれば，収束しない結果におちいる．

a(0)=(16/31,4/5)T

bg0(0)

a(1) ¸1(1)bg1(0)

0 1

a2

a1
0

1

a1(1)

bg(1)

bg(2)=(11.27,¡2.68)T

¼

a=(2/3,1/3)T

図 2.15: Newton 法による体積最小化問題の数値例
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

§3 線形弾性体の位相最適化問題

..1 平均コンプライアンス最小化問題を定義する．

..2 平均コンプライアンスの θ 微分と 2階 θ 微分をもとめる．

..3 勾配法と Newton 法による解法をしめす．

..4 勾配法と Newton 法による数値例をしめす．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

主問題

§3.1 主問題

Á(µ)

D

¡D

¡p

pN

b

uD

図 3.1: 線形弾性体
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

主問題

§3.1 主問題 (cnt.)

0 2 4 6{2{6 {4

1.0

0.5

µ

Á

図 3.2: 設計変数 θ を密度 ϕ (θ) に変換するシグモイド関数

設計変数 θ ∈ D に対して，密度を

ϕ (θ) =
1

2
tanh θ +

1

2
(3.1)

とおく．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

主問題

§3.1 主問題 (cnt.)

.
問題 3.1 (θ 型線形弾性問題)
..

......

α > 1 を定数とする．ϕ (θ) を θ ∈ D に対して

−∇T (ϕα (θ)S (u)) = bT (θ) in D, (3.2)

ϕα (θ)S (u)ν = pN on ΓN, (3.3)

u = uD on ΓD (3.4)

をみたす u : D → Rd をもとめよ．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

主問題

§3.1 主問題 (cnt.)

問題 3.1 に対する Lagrange 関数を

LM (θ,u,v) =

∫
D

(−ϕα (θ)S (u) ·E (v) + b (θ) · v) dx+

∫
ΓN

pN · v dγ

+

∫
ΓD

{(u− uD) · (ϕα (θ)S (v)ν) + v · (ϕα (θ)S (u)ν)}dγ

と定義しておく．u が問題 3.1 の解ならば，任意の v ∈ U に対して，

LM (θ,u,v) = 0

がなりたつ．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

平均コンプライアンス最小化問題

§3.2 平均コンプライアンス最小化問題
問題 3.1 の解 u に対して，平均コンプライアンスと領域の大きさに

対する制約関数

f0 (u) =

∫
D

b (θ) · u dx+

∫
ΓN

pN · u dγ −
∫
ΓD

uD · S (u)ν dγ

(3.5)

f1 (θ) =

∫
D

ϕ (θ) dx− c1 (3.6)

を定義する．
.
問題 3.2 (平均コンプライアンス最小化問題)
..

......

f0 と f1 に対して，

min
θ∈D

{f0 (θ,u) | f1 (θ) ≤ 0, u− uD ∈ S, 問題 3.1}

をみたす θ をもとめよ．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

評価関数の θ 微分

§3.3 評価関数の θ 微分

f0 の Lagrange 関数を

L0 (θ,u,v0) = f0 (θ,u) + LM (θ,u,v0) (3.7)

とおく．(θ,u,v0) の任意変動 (ϑ,u′,v′0) ∈ X × U × U に対する L0 の
θ 微分は

L ′
0 (θ,u,v0) [ϑ,u

′,v′0] = L0θ (θ,u,v0) [ϑ] + L0u (θ,u,v0) [u
′]

+ L0v0
(θ,u,v0) [v

′
0] (3.8)

とかける．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

評価関数の θ 微分

§3.3 評価関数の θ 微分 (cnt.)

式 (3.8) の右辺第 3項は，

L0v0 (θ,u,v0) [v
′
0] = LMv0 (θ,u,v0) [v

′
0] = LM (θ,u,v′0) (3.9)

となる．式 (3.9) は主問題 (問題 3.1) の Lagrange 関数になっている．
そこで，u が主問題の弱解であるならば，式 (3.8) の右辺第 3項は 0 と
なる．
また，式 (3.8) の右辺第 2項は，

L0u (θ,u,v0) [u
′] =

∫
D

(−ϕα (θ)S (u′) ·E (v0) + b (θ) · u′) dx

+

∫
ΓN

pN · u′ dγ

+

∫
ΓD

{u′ · (ϕα (θ)S (v0)ν) + (v0 − uD) · (ϕα (θ)S (u′)ν)}dγ

= LM (θ,v0,u
′) (3.10)
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

評価関数の θ 微分

§3.3 評価関数の θ 微分 (cnt.)

となる．ここで，式 (3.10) が 0 となるように v0 を決定できれば，
式 (3.8) の右辺第 2項は 0 となる．この関係は，自己随伴関係

u = v0 (3.11)

がなりたつことを意味している．

58 / 129



. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

評価関数の θ 微分

§3.3 評価関数の θ 微分 (cnt.)

さらに，式 (3.8) の右辺第 1項は，

L0θ (θ,u,v0) [ϑ] =

∫
D

{
bθ · (u+ v0)− αϕα−1ϕ′S (u) ·E (v0)

}
ϑ dx

(3.12)

となる．
そこで，u が問題 3.1 の弱解で，自己随伴関係式 (3.11) がなりたつ

とする．このときの f0 (θ,u) を f̃0 (θ) とかくことにすれば，

f̃ ′0 (θ) [ϑ] = L0θ (θ,u,v0) [ϑ] = ⟨g0, ϑ⟩ (3.13)

のようにかかれる．ここで，

g0 = 2bθ · u− αϕα−1ϕ′S (u) ·E (u) (3.14)

となる．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

評価関数の θ 微分

§3.3 評価関数の θ 微分 (cnt.)

一方，f1 (θ) に関しては，任意の ϑ ∈ X に対して

f ′1 (θ) [ϑ] =

∫
D

ϕ′ϑ dx = ⟨g1, ϑ⟩ (3.15)

がなりたつ．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

評価関数の 2 階 θ 微分

§3.4 評価関数の 2階 θ 微分

b は θ の関数ではないと仮定する．設計変数 (θ,u) の任意変動
(ϑ1,u

′
1) ∈ X × U と (ϑ2,u

′
2) ∈ X × U に対する f̃0 (θ,u) の 2階 θ 微

分は

h0 (θ,u,v0) [ϑ1, ϑ2]

=

∫
D

{
2
(ϕα (θ))

′2

ϕα (θ)
− (ϕα (θ))

′′

}
S (u) ·E (v0)ϑ1ϑ2 dx

=

∫
D

β (α, θ)S (u) ·E (v0)ϑ1ϑ2 dx (3.16)

となる．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

評価関数の 2 階 θ 微分

§3.4 評価関数の 2階 θ 微分 (cnt.)

2

1

µ
0 1 2 3{1{3 {2

®=3

¯

®=2

図 3.3: 評価関数の 2階 θ 微分における係数関数 β (α, θ)
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

評価関数の 2 階 θ 微分

§3.4 評価関数の 2階 θ 微分 (cnt.)

f1 (θ) の 2階 θ 微分は，任意の ϑ1, ϑ2 ∈ X に対して

h1 (θ) [ϑ1, ϑ2] = f ′′1 (θ) [ϑ1, ϑ2] =

∫
D

ϕ′′ (θ)ϑ1ϑ2 dx (3.17)

となる．ここで，

ϕ′′ (θ) = −sech2θ tanh θ (3.18)

となる．

¡0.2

¡0.4

µ
0

1 2 3

{1{3 {2

Á000.4

0.2

図 3.4: h1 における係数関数 ϕ′′ (θ)
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

H1 勾配法

§3.5 H1 勾配法

.
問題 3.3 (θ 型 H1 勾配法)
..

......

aX : X ×X → R を X 上の強圧的かつ有界な双 1次形式 (任意の
ϑ ∈ X と ψ ∈ X に対して，ある正定数 αX と βX が存在して，

aX (ϑ, ϑ) ≥ αX ∥ϑ∥2X , |aX (ϑ, ψ)| ≤ βX ∥ϑ∥X ∥ψ∥X (3.19)

がなりたつ) とする．fi の θ 微分を gi (θk) ∈ X ′ とする．このとき，任
意の ψ ∈ X に対して

aX (ϑgi, ψ) = −⟨gi (θk) , ψ⟩ (3.20)

をみたす ϑgi ∈ X をもとめよ．

例えば，

aX (ϑ, ψ) =

∫
D

(∇ϑ ·∇ψ + cDϑψ) dx (3.21)
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

H1 勾配法

§3.5 H1 勾配法 (cnt.)

とおく．

Á®(µ)

D

¡gi

cD         

図 3.5: H1 空間の内積をもちいた H1 勾配法
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

H1 勾配法

§3.5 H1 勾配法 (cnt.)

.
問題 3.4 (H1 内積をもちいた H1 勾配法)
..

......

θ ∈ D において gi ∈ X ′ があたえられたとき，

−∆ϑgi + cDϑgi = −gi in D,

∂νϑgi = 0 on ∂D

をみたす ϑgi : D → R をもとめよ．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

H1 Newton 法

§3.6 H1 Newton 法

.
問題 3.5 (目的関数の 2階微分をもちいた 2次近似問題)
..

......

(θk,λk) ∈ X × R|IA| において g0 (θk), gi1 (θk), · · · , gi|IA| (θk) と

h0 (θk) と h0 (θk), hi1 (θk), · · · , hi|IA| (θk) を既知として，

hL (θk) = h0 (θk) +
∑

i∈IA(θk)

λikhi (θk) (3.22)

とおく．このとき，

q (ϑg) = min
ϑ∈X

{
q (ϑ) =

1

2
(hL (θk) [ϑ, ϑ] + aX (ϑ, ϑ)) + ⟨g0 (θk) , ϑ⟩

+ f0 (θk)

∣∣∣∣ fi (θk) + ⟨gi (θk) , ϑ⟩ ≤ 0 for i ∈ IA (θk)

}
をみたす θk+1 = θk + ϑg をもとめよ．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

H1 Newton 法

§3.6 H1 Newton 法 (cnt.)

.
問題 3.6 (θ 型 H1 Newton 法)
..

......

問題 3.5 の既知関数があたえられたとき，任意の ϑ ∈ X に対して

hL (θk) [ϑgi, ϑ] + aX (ϑgi, ϑ) = −⟨gi (θk) , ϑ⟩ (3.23)

をみたす ϑgi ∈ X をもとめよ．

例えば，

aX (ϑ, ψ) =

∫
D

(cD1∇ϑ ·∇ψ + cD0ϑψ) dx (3.24)

のようにおく．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

数値例

§3.7 数値例

¡D0 ¡p0

pN

(a) 初期密度と境界条件 (b) 最適密度

図 3.6: 2次元線形弾性体の密度型位相最適化問題に対する数値例: 密度比較
(適合メッシュあり)
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

数値例

§3.7 数値例 (cnt.)

0 200 400 600

C
os

t 
fu

n
ct
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n

Iteration number of reshaping

f0/f0 init

1{f1/c1
1.0

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.2

H1 grad. meth.

H1 Newton meth.

図 3.7: 2次元線形弾性体の密度型位相最適化問題に対する数値例: 評価関数の
履歴
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の位相最適化問題

数値例

§3.7 数値例 (cnt.)

(a) H1 勾配法 (更新回数 800) (b) H1 Newton 法 (更新回数 158)

図 3.8: 2次元線形弾性体の密度型位相最適化問題に対する数値例: 最適密度
(適合メッシュあり)
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の位相最適化問題

§4 Stokes 流れ場の位相最適化問題

..1 平均流れ抵抗最小化問題を定義する．

..2 平均流れ抵抗の θ 微分と 2階 θ 微分をもとめる．

..3 勾配法による数値例をしめす．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の位相最適化問題

主問題

§4.1 主問題

uD D

Á(µ)

b

図 4.1: Stokes 流れ場

浸透流の流れにくさをあらわす係数を

ψ (ϕ) = ψ1

{
1− ϕ (1 + α)

ϕ+ α

}
= ψ1

α (1− ϕ)

α+ ϕ
(4.1)

とおく．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の位相最適化問題

主問題

§4.1 主問題 (cnt.)

0.25

0.5

0.75

®=1

0.1

0 Á
10

Ã

Ã1

0.01

図 4.2: 浸透流の流れにくさをあらわす係数 ψ
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の位相最適化問題

主問題

§4.1 主問題 (cnt.)

.
問題 4.1 (θ 型 Stokes 問題)
..

......

θ ∈ D に対して，

−∇T
(
µ∇uT

)
+ ψ (ϕ (θ))uT +∇Tp = bT in D, (4.2)

∇ · u = 0 in D, (4.3)

u = uD on ∂D, (4.4)∫
D

p dx = 0 (4.5)

を満たす (u, p) : D → Rd+1 をもとめよ．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の位相最適化問題

主問題

§4.1 主問題 (cnt.)

問題 4.1 に対する Lagrange 関数を

LM (θ,u, p,v, q) =

∫
D

{
−µ
(
∇uT

)
·
(
∇vT

)
− ψ (ϕ (θ))u · v

+ p∇ · v + b · v + q∇ · u
}
dx

+

∫
∂D

{(u− uD) · (µ∂νv − qν) + v · (µ∂νu− pν)}dγ (4.6)

と定義しておく．(u, p) が問題 4.1 の解のとき，任意の (v, q) ∈ U ×Q
に対して，

LM (θ,u, p,v, q) = 0

がなりたつ．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の位相最適化問題

平均流れ抵抗最小化問題

§4.2 平均流れ抵抗最小化問題
流れにくさをあらわす評価関数として

f0 (θ,u, p) = −
∫
D

b · u dx+

∫
∂D

uD · (µ∂νu− pν) dγ (4.7)

を平均流れ抵抗とよぶことにする．それに対して，

f1 (θ) =

∫
D

ϕ (θ) dx− c1 (4.8)

を流れ場の大きさ制約に対する評価関数とする．
.
問題 4.2 (平均流れ抵抗最小化問題)
..

......

f0 と f1 に対して，

min
θ∈D

{f0 (θ,u, p) | f1 (θ) , (u− uD, p) ∈ S × P, 問題 4.1}

を満たす θ をもとめよ．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の位相最適化問題

評価関数の θ 微分

§4.3 評価関数の θ 微分

f0 (θ,u, p) の θ 微分を随伴変数法でもとめよう．f0 の Lagrange 関
数を

L0 (θ,u, p,v0, q0) = f0 (θ,u, p)− LM (θ,u, p,v0, q0) (4.9)

とおく．(θ,u, p,v0, q0) の任意変動 (ϑ,u′, p′,v′0, q
′
0) ∈ X × (U ×Q)

2 に
対する L0 の θ 微分は

L ′
0 (θ,u, p,v0, q0) [ϑ,u

′, p′,v′0, q
′
0] = L0θ (θ,u, p,v0, q0) [ϑ]

+ L0up (θ,u, p,v0, q0) [u
′, p′] + L0v0q0 (θ,u, p,v0, q0) [v

′
0, q

′
0]

(4.10)

とかける．

78 / 129



. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の位相最適化問題

評価関数の θ 微分

§4.3 評価関数の θ 微分 (cnt.)

式 (4.10) の右辺第 3項は，

L0v0q0 (θ,u, p,v0, q0) [v
′
0, q

′
0] = LMv0q0 (θ,u, p,v0, q0) [v

′
0, q

′
0]

= −LM (θ,u, p,v′0, q
′
0) (4.11)

となる．式 (4.11) は主問題 (問題 4.1) の Lagrange 関数になっている．
そこで，(u, p) が主問題の弱解ならば，式 (4.10) の右辺第 3項は 0 と
なる．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の位相最適化問題

評価関数の θ 微分

§4.3 評価関数の θ 微分 (cnt.)

また，式 (4.10) の右辺第 2項は，(u, p) の任意の変動
(u′, p′) ∈ U ×Q に対して，

L0up (θ,u, p,v0, q0) [u
′, p′]

=

∫
D

{
µ
(
∇u′T) · (∇vT0 )+ ψ (ϕ (θ))u′ · v0 − p′∇ · v0

− b · u′ − q0∇ · u′
}
dx

−
∫
∂D

{u′ · (µ∂νv0 − q0ν) + (v0 − uD) · (µ∂νu′ − p′ν)} dγ

= −LM (θ,v0, q0,u
′, p′) (4.12)

となる．そこで，自己随伴関係

(u, p) = (v0, q0) (4.13)

がなりたつとき，式 (4.10) の右辺第 2項は 0 となる．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の位相最適化問題

評価関数の θ 微分

§4.3 評価関数の θ 微分 (cnt.)

さらに，式 (4.10) の右辺第 1項は，

L0θ (θ,u, p,v0, q0) [ϑ] =

∫
D

ψ′ (ϕ (θ))ϕ′ (θ)u · v0ϑ dx (4.14)

となる．
そこで，(u, p) が問題 4.1 の弱解で，自己随伴関係式 (4.13) がなりた

つとする．このときの f0 (θ,u, p) を f̃0 (θ) とかくことにすれば，

f̃ ′0 (θ) [ϑ] = L0θ (θ,u, p,v0, q0) [ϑ] = ⟨g0, ϑ⟩ (4.15)

のようにかかれる．ここで，

g0 = ψ′ϕ′u · u (4.16)

となる．ψ (ϕ) に式 (4.1) をもちいたときには，

ψ′ (ϕ) = −ψ1
α (1 + α)

(ϕ+ α)
2 (4.17)
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の位相最適化問題

評価関数の θ 微分

§4.3 評価関数の θ 微分 (cnt.)

となる．
一方，f1 (θ) に関しては，任意の ϑ ∈ X に対して

f ′1 (θ) [ϑ] =

∫
D

ϕ′ϑ dx = ⟨g1, ϑ⟩ (4.18)

がなりたつ．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の位相最適化問題

評価関数の 2 階 θ 微分

§4.4 評価関数の 2階 θ 微分

b は θ の関数ではないと仮定する．(θ,u, p) の任意変動
(ϑ1,u

′
1, p

′
1) ∈ X × U ×Q と (ϑ2,u

′
2, p

′
2) ∈ X × U ×Q に対する

f̃0 (θ,u) の 2階 θ 微分は

h0 (ϑ1, ϑ2) =

∫
D

{
ψ′′ (ϕ′)

2
+ ψ′ϕ′′ − 2

(ψ′ϕ′)
2

ψ

}
u · v0 ϑ1ϑ2 dx

=

∫
D

ψ1β (α, θ)u · v0 ϑ1ϑ2 dx (4.19)

となる．ただし，

ψ′ (ϕ) = −α (1 + α)

(ϕ+ α)
2 , (4.20)

ψ′′ (ϕ) =
2α (1 + α)

(ϕ+ α)
3 (4.21)
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の位相最適化問題

評価関数の 2 階 θ 微分

§4.4 評価関数の 2階 θ 微分 (cnt.)

となる．ここで，平均流れ抵抗最小化問題 (問題 4.2) の最小点では∫
D

{
−µ
(
∇ (u′ (θ) [ϑ])

T
)
·
(
∇vT

)
+ p′ (θ) [ϑ]∇ · v + q∇ · u′ (θ) [ϑ]

}
dx = 0 (4.22)

がなりたつと仮定された．

µ
0 3{6 {3

¯

0.25

0.5

0.75

®=0.01

0.1

®=1

¡1.0

¡0.8

図 4.3: 評価関数の 2階 θ 微分における係数関数 −β (α, θ)
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の位相最適化問題

評価関数の 2 階 θ 微分

§4.4 評価関数の 2階 θ 微分 (cnt.)

一方，f1 (θ) の 2階 θ 微分は，式 (3.17) となる．
このように，平均流れ抵抗最小化問題では，目的関数 f0 の 2階 θ 微

分は強圧的にはならず，制約関数 f1 の 2階 θ 微分も強圧的にはならな
いことになる．そこで，平均流れ抵抗最小化問題に対して Newton 法を
適用する場合には，適切な双 1次形式 aX (ϑgi, ψ) をもちいて，強圧性
を補う必要がある．

85 / 129



. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の位相最適化問題

数値例

§4.5 数値例

uD

(a) 初期密度と境界条件 (b) 最適密度

(c) 初期密度に対する流線 (b) 最適密度に対する流線

図 4.4: 2次元 Stokes 流れ場の密度型位相最適化問題に対する数値例: 密度変
化 (適合メッシュあり)
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の位相最適化問題

数値例

§4.5 数値例 (cnt.)

0 20 40 60

C
os

t 
fu

n
ct

io
n

Iteration number of reshaping

f0/f0 init

1{f1/c1
1.0

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.2

H1 grad. meth.
H1 Newton meth.

図 4.5: 2次元 Stokes 流れ場の密度型位相最適化問題に対する数値例: 評価関
数の履歴
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の位相最適化問題

数値例

§4.5 数値例 (cnt.)

(a) H1 勾配法 (更新回数 66) (b) H1 Newton 法 (更新回数 39)

図 4.6: 2次元線形弾性体の密度型位相最適化問題に対する数値例: : 密度形状
(適合メッシュあり)
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

§5 線形弾性体の形状最適化問題

..1 平均コンプライアンス最小化問題を定義する．

..2 平均コンプライアンスの形状微分と 2階形状微分をもとめる．

..3 勾配法と Newton 法による解法をしめす．

..4 勾配法による数値例をしめす．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

主問題

§5.1 主問題

x

¡D(Á)

¡p(Á)

pN(Á)

b(Á)uD(Á) (Á)

0

(i+Á)(x)

図 5.1: 初期領域 Ω0 ⊂ Rd と領域変動 ϕ : Rd → Rd
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

主問題

§5.1 主問題 (cnt.)

.
問題 5.1 (線形弾性問題)
..

......

ϕ ∈ D に対して b (ϕ), pN (ϕ), uD (ϕ) および C (ϕ) があたえられた
とき，

−∇TS (ϕ,u) = bT (ϕ) in Ω (ϕ) , (5.1)

S (ϕ,u)ν = pN (ϕ) on Γp (ϕ) , (5.2)

S (ϕ,u)ν = 0Rd on ΓN (ϕ) \ Γ̄p (ϕ) , (5.3)

u = uD (ϕ) on ΓD (ϕ) (5.4)

をみたす u : Ω (ϕ) → Rd をもとめよ．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

主問題

§5.1 主問題 (cnt.)

問題 5.1 に対する Lagrange 関数を

LM (ϕ,u,v) =

∫
Ω(ϕ)

(−S (u) ·E (v) + b · v) dx+

∫
Γp(ϕ)

pN · v dγ

+

∫
ΓD(ϕ)

{(u− uD) · (S (v)ν) + v · (S (u)ν)} dγ (5.5)

と定義しておく．u が問題 5.1 の解ならば，任意の v ∈ U に対して，

LM (ϕ,u,v) = 0

がなりたつ．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

形状最適化問題

§5.2 形状最適化問題

平均コンプライアンスと領域の大きさに対する制約関数を

f0 (ϕ,u) = l̂ (ϕ) (u)

=

∫
Ω(ϕ)

b · u dx+

∫
ΓN(ϕ)

pN · u dγ −
∫
ΓD(ϕ)

uD · (S (u)ν) dγ

(5.6)

f1 (ϕ) =

∫
Ω(ϕ)

dx− c1 (5.7)

とおく．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

形状最適化問題

§5.2 形状最適化問題 (cnt.)

.
問題 5.2 (平均コンプライアンス最小化問題)
..

......

f0 と f1 に対して，

min
ϕ∈D

{f0 (ϕ,u) | f1 (ϕ) ≤ 0, u− uD ∈ S, 問題 5.1}

をみたす Ω(ϕ) をもとめよ．
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. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

評価関数の形状微分

§5.3 評価関数の形状微分

f0 (ϕ,u) の Lagrange 関数を

L0 (ϕ,u,v0) = f0 (ϕ,u) + LM (ϕ,u,v0) (5.8)

とおくことにする．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

評価関数の形状微分

関数の形状微分公式をもちいた形状微分

b (ϕ), pN (ϕ), uD (ϕ) および C (ϕ) は物質固定であると仮定する．
このとき，L0 の形状微分は，任意の (φ,u′,v′0) ∈ X × U × U に対

して，

L ′
0 (ϕ,u,v0) [φ,u

′,v′0] = L0ϕ′ (ϕ,u,v0) [φ]

+ L0u (ϕ,u,v0) [u
′] + L0v0

(ϕ,u,v0) [v
′
0] (5.9)

とかける．
式 (5.9) の右辺第 3項は，

L0v0 (ϕ,u,v0) [v
′
0] = LMv0 (ϕ,u,v0) [v

′
0] = LM (ϕ,u,v′0) (5.10)

とかきかえることができる．式 (5.10) は主問題 (問題 5.1) の Lagrage
関数になっている．そこで，u が主問題の弱解ならば，式 (5.9) の右辺
第 3項は 0 となる．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

評価関数の形状微分

関数の形状微分公式をもちいた形状微分 (cnt.)

また，式 (5.9) の右辺第 2項は，

L0u (ϕ,u,v0) [u
′] =

∫
Ω(ϕ)

(−S (u′) ·E (v0) + b · u′) dx

+

∫
Γp(ϕ)

pN · u′ dγ

+

∫
ΓD(ϕ)

{u′ · (S (v0)ν) + v0 · (S (u′)ν)}dγ

= LM (ϕ,v0,u
′) (5.11)

となる．式 (5.11) と式 (5.10) を比較すれば，v0 と u をいれかえた関
係になっていることがわかる．そこで，自己随伴関係

v0 = u (5.12)

がなりたつならば，式 (5.9) の右辺第 2項は 0 になる．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

評価関数の形状微分

関数の形状微分公式をもちいた形状微分 (cnt.)

さらに，式 (5.9) の右辺第 1項は，文献 [1] の命題 4.4 と命題 4.7
より，

L0ϕ′ (ϕ,u,v0) [φ]

=

∫
Ω(ϕ)

[(
S (u)

(
∇vT0

)T
+ S (v0)

(
∇uT

)T) ·∇φT

+ {−S (u) ·E (v0) + b · (u+ v0)}∇ ·φ
]
dx

+

∫
Γp(ϕ)

κ {pN · (u+ v0)}ν ·φ dγ

+

∫
∂Γp(ϕ)∪Θ(ϕ)

{pN · (u+ v0)} τ ·φdς

+

∫
ΓD(ϕ)

[
{(u− uD) ·w (φ,v0) + (v0 − uD) ·w (φ,u)}

+ {(u− uD) · (S (v0)ν) + (v0 − uD) · (S (u)ν)} (∇ ·φ)τ
]
dγ

(5.13)
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

評価関数の形状微分

関数の形状微分公式をもちいた形状微分 (cnt.)

となる．ただし，

w (φ,u) = S (u)
[{
ν ·
(
∇φTν

)}
ν −

{
(∇φT +

(
∇φT

)T}
ν
]
(5.14)

とおいた．ここで，次の命題がつかわれた [1]．

u

z=x+'(x)x

(Á+')

R

ru(Á)(x+)'(x)

u0(Á)['](x{)

(Á)

u(Á)

u(Á+')

u0(Á)['](x+)

図 5.2: 領域変動と共に変動する関数 u (ϕ) (不連続関数の場合)
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

評価関数の形状微分

関数の形状微分公式をもちいた形状微分 (cnt.)

.
命題 5.1 (領域積分の形状微分: 関数の形状微分)
..

......

ϕ ∈ D と関数 u とその関数 h (u,∇u) が与えられたとき，任意の
φ ∈ X に対して，z = x+φ (x) とかくことにして，

f (ϕ+φ, u (ϕ+φ) ,∇zu (ϕ+φ))

=

∫
Ω(ϕ+φ)

h (u (ϕ+φ) ,∇zu (ϕ+φ)) dz

とおく．このとき，f の形状微分は，u (ϕ), ∇u (ϕ) および u′ (ϕ) [φ]
をそれぞれ u, ∇u および u′ とかくことにして，
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

評価関数の形状微分

関数の形状微分公式をもちいた形状微分 (cnt.)

.

......

f ′ (ϕ, u,∇u) [φ] =

∫
Ω(ϕ)

{
hu (u,∇u) [u′]

+ h∇u (u,∇u)
[
∇u′ −∇φT∇u

]
+ h (u,∇u)∇ ·φ

}
dx

(5.15)

となる．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

評価関数の形状微分

関数の形状微分公式をもちいた形状微分 (cnt.)

.
命題 5.2 (境界積分の形状微分: 関数の形状微分)
..

......

ϕ ∈ D に対して，関数 u とその関数 h (u, ∂νu) が与えられたとき，任
意の φ に対して，∂µ = µ ·∇z とかき，µ は ∂Ω(ϕ+φ) 上の法線をあ
らわすとして，

f (ϕ+φ, u (ϕ+φ) , ∂µu (ϕ+φ))

=

∫
Γ(ϕ+φ)

h (u (ϕ+φ) , ∂µu (ϕ+φ)) dζ

とおく．このとき，f の形状微分は
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

評価関数の形状微分

関数の形状微分公式をもちいた形状微分 (cnt.)

.

......

f ′ (ϕ, u, ∂νu) [φ] =

∫
Γ(ϕ)

(
hu (u, ∂νu) [u

′]

+ h∂νu (u, ∂νu)
[
∂νu

′ + w (φ, u)
]

+ κh (u, ∂νu)ν ·φ−∇τh (u, ∂νu) ·φτ

)
dγ

+

∫
∂Γ(ϕ)∪Θ(ϕ)

h (u, ∂νu) τ ·φdς (5.16)

となる．ただし，

w (φ, u) =
[{
ν ·
(
∇φTν

)}
ν −

{
(∇φT +

(
∇φT

)T}
ν
]
·∇u

とする．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

評価関数の形状微分

関数の形状微分公式をもちいた形状微分 (cnt.)

以上の結果から，

f̃ ′0 (ϕ) [φ] = L0ϕ′ (ϕ,u,v0) [φ] = ⟨g0,φ⟩

=

∫
Ω(ϕ)

(
GΩ0 ·∇φT + gΩ0∇ ·φ

)
dx

+

∫
Γp(ϕ)

gp0 ·φ dγ +

∫
∂Γp(ϕ)∪Θ(ϕ)

g∂p0 ·φ dς (5.17)

のようにまとめられる．ここで，

GΩ0 = 2S (u)
(
∇uT

)T
, (5.18)

gΩ0 = −S (u) ·E (u) + 2b · u, (5.19)

gp0 = 2κ (pN · u)ν, (5.20)

g∂p0 = 2 (pN · u) τ (5.21)

となる．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

評価関数の形状微分

関数の形状微分公式をもちいた形状微分 (cnt.)

一方，f1 (ϕ) の形状微分は，

f ′1 (ϕ) [φ] = ⟨g1,φ⟩ =
∫
Ω(ϕ)

gΩ1∇ ·φ dx (5.22)

となる．ここで，

gΩ1 = 1 (5.23)

である．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

評価関数の形状微分

関数の形状微分公式をもちいた 2階形状微分

b = 0Rd を仮定する．(ϕ,u) の任意変動 (φ1,u
′
1) ∈ X × U と

(φ2,u
′
2) ∈ X × U に対する f̃0 の 2階形状微分は，

h0 (ϕ,u,u) [φ1,φ2]

=

∫
Ω(ϕ)

[
S (u) ·E (u)

{(
∇φT

2

)T ·∇φT
1 + (∇ ·φ2) (∇ ·φ1)

}
+
(
∇uTS (u)

)
·
{
∇φT

1

(
∇φT

2

)T
+∇φT

2

(
∇φT

1

)T }
− 2 (S (u)E (u)) ·

{
∇φT

2 (∇ ·φ1) +∇φT
1 (∇ ·φ2)

}]
dx

(5.24)

となる．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

評価関数の形状微分

関数の形状微分公式をもちいた 2階形状微分 (cnt.)

一方，f1 (ϕ) の 2階形状微分は，任意の φ1 ∈ X と φ2 ∈ X に対
して，

h1 (ϕ) [ϑ1, ϑ2] =

∫
Ω(ϕ)

{
−
(
∇φT

2

)T ·∇φT
1 + (∇ ·φ2) (∇ ·φ1)

}
dx

(5.25)

となる．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

H1 勾配法

§5.4 H1 勾配法

.
問題 5.3 (領域変動型 H1 勾配法)
..

......

aX : X ×X → R を X 上の有界かつ強圧的な双 1次形式 (任意の
φ ∈ X と ψ ∈ X に対して，ある正定数 αX と βX が存在して

aX (φ,φ) ≥ αX ∥φ∥2X , |aX (φ,ψ)| ≤ βX ∥φ∥X ∥ψ∥X (5.26)

がなりたつ) とする．gi ∈ X ′ があたえられているとする．このとき，
任意の ψ ∈ X に対して

aX (φgi,ψ) = −⟨gi,ψ⟩ (5.27)

をみたす φgi ∈ X をもとめよ．

例えば，

aX (φ,ψ) =

∫
Ω(ϕ)

{(
∇φT

)
·
(
∇ψT

)
+ cΩφ ·ψ

}
dx (5.28)
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H1 勾配法

§5.4 H1 勾配法 (cnt.)

とおく．

¡D(Á)

¡p(Á)=¡´i(Á)

(Á)

{gpi{g´i

{g@pi{g@´i

{g       i

c{G        i

¡D(Á)

{g@         i¹

{gDi{g@          i¹

{g@pi{g@´i¹

{gpi{g´i{g@          i¹¹

c

¡p(Á)=¡´i(Á)

¹

¹

¹

{g@         i¹

(Á)

(a) 関数の形状微分公式 (b) 関数の形状偏微分公式

図 5.3: H1
(
Rd;Rd

)
の内積をもちいた H1 勾配法
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H1 Newton 法

§5.5 H1 Newton 法

.
問題 5.4 (領域変動型 H1 Newton 法)
..

......

ϕk ∈ D における fi の形状微分と 2階形状微分をそれぞれ gi (ϕk) ∈ X ′

および hi (ϕk) ∈ L2
(
X ×X;Rd

)
とする．また，aX : X ×X → R を

hi (ϕk) の X 上における強圧性と有界性を補うための対称な双 1次形式
とする．このとき，任意の ψ ∈ X に対して

hi (ϕk) [φgi,ψ] + aX (φgi,ψ) = −⟨gi (ϕk) ,ψ⟩ (5.29)

をみたす φgi ∈ X をもとめよ．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

数値例

§5.6 数値例

¡D0

¡p0

¡D0
pN

(a) 初期形状と境界条件 (b) 最適形状

図 5.4: 2次元線形弾性体の形状最適化問題に対する数値例: 形状変化 (適合
メッシュあり)
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数値例

§5.6 数値例 (cnt.)

0 50 100 150 200

C
os

t 
fu

n
ct
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n

Iteration number of reshaping

1.0

0.4

0.6

0.8

1.2

f0/f0 init

1{f1/c1

H1 grad. meth.

H1 Newton meth.

図 5.5: 2次元線形弾性体の形状最適化問題に対する数値例: 評価関数の履歴
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

線形弾性体の形状最適化問題

数値例

§5.6 数値例 (cnt.)

(a) H1 勾配法 (b) H1 Newton 法

図 5.6: 2次元線形弾性体の形状最適化問題に対する数値例: 最適形状 (適合
メッシュなし)

113 / 129



. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の形状最適化問題

§6 Stokes 流れ場の形状最適化問題

..1 平均流れ抵抗最小化問題を定義する．

..2 平均流れ抵抗の形状微分と 2階形状微分をもとめる．

..3 勾配法による数値例をしめす．
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最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の形状最適化問題

主問題

§6.1 主問題

uD(Á)
(Á)

x

(i+Á)(x)

0

b(Á)

図 6.1: Stokes 流れ場に対する初期領域 Ω0 ⊂ Rd と領域変動 (変位) ϕ
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Stokes 流れ場の形状最適化問題

主問題

§6.1 主問題 (cnt.)

.
問題 6.1 (Stokes 問題)
..

......

ϕ ∈ D に対して b, uD および µ があたえられたとき，

−∇T
(
µ∇uT

)
+∇Tp = bT in Ω (ϕ) , (6.1)

∇ · u = 0 in Ω (ϕ) , (6.2)

u = uD on ∂Ω(ϕ) , (6.3)∫
Ω(ϕ)

pdx = 0 (6.4)

をみたす (u, p) : Ω (ϕ) → Rd+1 をもとめよ．
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主問題

§6.1 主問題 (cnt.)

問題 6.1 に対する Lagrange 関数を

LM (ϕ,u, p,v, q)

=

∫
Ω(ϕ)

{
−µ∇uT ·

(
∇vT

)
+ p∇ · v + q∇ · u+ b · v

}
dx,

+

∫
∂Ω(ϕ)

{(u− uD) · (µ∂νv − qν) + v · (µ∂νu− pν)} dγ

(6.5)

とおく．(u, p) が問題 6.1 の解のとき，任意の (v, q) ∈ U ×P に対して，

LM (ϕ,u, p,v, q) = 0

がなりたつ．
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Stokes 流れ場の形状最適化問題

平均流れ抵抗最小化問題

§6.2 平均流れ抵抗最小化問題

平均流れ抵抗と領域の大きさ制約に対する評価関数を

f0 (ϕ,u, p) = −
∫
Ω(ϕ)

b · u dx+

∫
∂Ω(ϕ)

uD · (µ∂νu− pν) dγ (6.6)

f1 (ϕ) =

∫
Ω(ϕ)

dx− c1 (6.7)

とおく．
.
問題 6.2 (平均流れ抵抗最小化問題)
..

......

f0 と f1 に対して，

min
ϕ∈D

{f0 (ϕ,u, p) | f1 (ϕ) ≤ 0, (ũ, p) ∈ S ×Q, 問題 6.1}

をみたす Ω(ϕ) をもとめよ．
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Stokes 流れ場の形状最適化問題

評価関数の形状微分

§6.3 評価関数の形状微分

f0 (ϕ,u) の Lagrange 関数を

L0 (ϕ,u, p,v0, q0) = f0 (ϕ,u, p)− LM (ϕ,u, p,v, q)

=

∫
Ω(ϕ)

{
µ∇uT ·∇vT0 − p∇ · v0 − b · (v0 + u)− q0∇ · u

}
dx

−
∫
∂Ω(ϕ)

{(u− uD) · (µ∂νv0 − q0ν) + (v0 − uD) · (µ∂νu− pν)}dγ

(6.8)

とおく．
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Stokes 流れ場の形状最適化問題

評価関数の形状微分

関数の形状微分公式をもちいた形状微分

b と uD は物質固定であると仮定する．
L0 の形状微分は，任意の (φ,u′, p′,v′0, q

′
0) ∈ X × (U × P )

2 に対
して，

L ′
0 (ϕ,u, p,v0, q0) [φ,u

′, p′,v′0, q
′
0] = L0ϕ (ϕ,u, p,v0, q0) [φ]

+ L0u,p (ϕ,u, p,v0, q0) [u
′, p′] + L0v0,q0 (ϕ,u, p,v0, q0) [v

′
0, q

′
0]

(6.9)

とかける．
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Stokes 流れ場の形状最適化問題

評価関数の形状微分

関数の形状微分公式をもちいた形状微分 (cnt.)

式 (6.9) の右辺第 3項は，

L0v0,q0 (ϕ,u, p,v0, q0) [v
′
0, q

′
0] = −LMv0,q0 (ϕ,u, p,v0, q0) [v

′
0, q

′
0]

= −LM (ϕ,u, p,v′0, q
′
0) (6.10)

となる．式 (6.10) は主問題 (問題 6.1) の Lagrage 関数になっている．そ
こで，(u, p) が主問題の弱解ならば，式 (6.9) の右辺第 3項は 0 となる．
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評価関数の形状微分

関数の形状微分公式をもちいた形状微分 (cnt.)

また，式 (6.9) の右辺第 2項は，(u, p) の任意の変動
(u′, p′) ∈ U × P に対して，

L0u,p (ϕ,u, p,v0, q0) [u
′, p′]

=

∫
Ω(ϕ)

{
µ
(
∇u′T) ·∇vT0 − p′∇ · v0 − b · u′ − q0∇ · u′}dx

−
∫
∂Ω(ϕ)

{u′ · (µ∂νv0 − q0ν) + (v0 − uD) · (µ∂νu′ − p′ν)}dγ

= −LM (ϕ,v0, q0,u
′, p′) (6.11)

となる．そこで，自己随伴関係

(u, p) = (v0, q0) (6.12)

がなりたつとき，式 (6.9) の右辺第 2項は 0 となる．
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評価関数の形状微分

関数の形状微分公式をもちいた形状微分 (cnt.)

さらに，式 (6.9) の右辺第 1項は，

L0ϕ′ (ϕ,u, p,v0, q0) [φ] =

∫
Ω(ϕ)

[
−µ∇uT ·

(
∇φT∇vT0

)
− µ∇vT0 ·

(
∇φT∇uT

)
+ p

(
∇φT∇

)
· v0 + q0

(
∇φT∇

)
· u

+
{
µ∇uT ·∇vT0 − p∇ · v0 − q0∇ · u− b · (u+ v0)

}
∇ ·φ

]
dx

−
∫
∂Ω(ϕ)

[
{(u− uD) ·w (φ,v0, q0) + (v0 − uD) ·w (φ,u, p)}

+
{
(u− uD) · (µ∂νv0 − q0ν)

+ (v0 − uD) · (µ∂νu− pν)
}
(∇ ·φ)τ

]
dγ

となる．ただし，

w (φ,u, p)
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評価関数の形状微分

関数の形状微分公式をもちいた形状微分 (cnt.)

=
{(
µ∇uT

)T − pI
}[{

ν ·
(
∇φTν

)}
ν −

{
∇φT +

(
∇φT

)T}
ν
]

(6.13)

とおいた．さらに，(
∇φT∇

)
· v0 =

(
∇vT0

)T ·∇φT = I ·
(
∇φT∇vT0

)
(6.14)

がなりたつことをつかえば，

L0ϕ′ (ϕ,u,v0) [φ] =

∫
Ω(ϕ)

[
−
(
µ∇uT − pI

)
·
(
∇φT∇vT0

)
−
(
µ∇vT0 − q0I

)
·
(
∇φT∇uT

)
+
{(
µ∇uT − pI

)
·∇vT0 − q0∇ · u− b · (u+ v0)

}
∇ ·φ

]
dx

−
∫
∂Ω(ϕ)

[
{(u− uD) ·w (φ,v0, q0) + (v0 − uD) ·w (φ,u, p)}

+
{
(u− uD) · (µ∂νv0 − q0ν)
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評価関数の形状微分

関数の形状微分公式をもちいた形状微分 (cnt.)

+ (v0 − uD) · (µ∂νu− pν)
}
(∇ ·φ)τ

]
dγ (6.15)

となる．
以上の結果より，

f̃ ′0 (ϕ) [φ] = L0ϕ′ (ϕ,u, p,v0, q0) [φ] = ⟨g0,φ⟩

=

∫
Ω(ϕ)

(
GΩ0 ·∇φT + gΩ0∇ ·φ

)
dx (6.16)

のようにかかれる．ここで，

GΩ0 = −2µ∇uT
(
∇uT

)T
, (6.17)

gΩ0 = µ∇uT ·∇uT − 2b · u (6.18)

となる．
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評価関数の形状微分

関数の形状微分公式をもちいた 2階形状微分

b = 0Rd を仮定する．(ϕ,u, p) の任意変動 (φ1,u
′
1, p

′
1) ∈ X × U × P

と (φ2,u
′
2, p

′
2) ∈ X × U × P に対する f̃0 の 2階形状微分は，

h0 (ϕ,u, p,u, q0) [φ1,φ2]

=

∫
Ω(ϕ)

[
−
(
µ∇uT ·∇uT

){(
∇φT

2

)T ·∇φT
1 + (∇ ·φ2) (∇ ·φ1)

}
− µ∇uT

(
∇uT

)T ·
{(

∇φT
1

(
∇φT

2

)T
+∇φT

2

(
∇φT

1

)T)}
+ 2µ∇uT

(
∇uT

)T ·
{
∇φT

2 (∇ ·φ1) +∇φT
1 (∇ ·φ2)

}]
dx

(6.19)

となる．

126 / 129



. . . . . .

最適形状設計問題における評価関数の 2 階形状微分と Newton 法

Stokes 流れ場の形状最適化問題

数値例

§6.4 数値例

uD

(a) 初期形状と境界条件 (b) 最適形状

(c) 初期形状に対する流線 (b) 最適形状に対する流線

図 6.2: 2次元 Stokes 流れ場の形状最適化問題に対する数値例
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まとめ

7 まとめ

..1 簡単な最適設計問題をつかって，勾配法と Newton 法とはどのよう
な方法かを復習した．

..2 線形弾性体と Stokes 流れ場の密度型位相最適化問題における評価
関数の 2階 θ 微分をもとめた．

..3 線形弾性体と Stokes 流れ場の領域変動型形状最適化問題で定義さ
れた評価関数の 2階形状微分をもとめた．

..4 それらを使った H1 Newton 法はうまくうごくのかについて，これ
までにえられた結果を紹介した．
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